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Стаття присвячена отриманню методики визначення оптимального за комбінованим квадратичним критері-
єм закону керування інерційним об'єктом за методом дискретного динамічного програмування. Використання 
комбінованого квадратичного критерію оптимальності дає змогу забезпечити точність виконання технологі-
чного процесу та обмеження на енергетичні витрати. Функціонал якості комбінованого квадратичного кри-
терію оптимальності являє собою квадратичну форму координат стану  об'єкта та керуючих дій. Визначено, 
що оптимальний за комбінованим квадратичним критерієм закон керування інерційним об'єктом є лінійним за 
дискретним часом. Проаналізовано вплив періоду дискретизації на точність відтворення оптимальної траєк-
торії вихідної координати об'єкта керування. Бібл. 14, рис. 4, таблиця. 
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Вступ. Необхідність забезпечення якості технологічних процесів за одночасної міні-

мізації втрат енергії обумовлює застосування оптимальних систем керування, що гарантують 
комбінований квадратичний критерій оптимальності, де функціонал якості є квадратичною 
формою координат стану  об'єкта та керуючих дій. Такий критерій дає змогу враховувати 
точність відтворення заданої дії та обмеження на енергетичні витрати. 

Серед методів отримання оптимальних законів керування, таких як варіаційне чис-
лення [1, 2] та метод принципу максимуму [3, 4], метод динамічного програмування виділя-
ється відсутністю необхідності розв'язку крайових задач, що виникають при накладанні об-
межень на керування та на фазові координати об'єкта [5],  які можуть бути такими, що не 
мають аналітичного розв'язку, зокрема, при великому порядку об'єкта керування. У рамках 
цієї роботи розглядатимемо скалярні рівняння динамічного програмування одномірних систем 
оптимального керування об'єктами першого порядку. Але розглянута послідовність визначен-
ня оптимального дискретного закону керування, яка досить легко алгоритмізується, може бути 
розповсюджена і на багатомірні системи оптимального керування об'єктами вищих порядків 
при заміні у рівняннях динамічного програмування скалярних величин векторними. 

В основі методу динамічного програмування лежить принцип оптимальності 
Р.Беллмана, одним з формулювань якого є таке твердження: кожна кінцева ділянка оптима-
льної траєкторії є зі свого боку оптимальною. Інше формулювання цього принципу: майбут-
ня поведінка системи при оптимальному керуванні залежить тільки від стану системи на цей 
час та мети керування й не залежить від «передісторії», або поведінки системи в минулому. 

Метод динамічного програмування може застосовуватись для синтезу регуляторів, що 
реалізують оптимальні закони керування як функції координат об'єкта в замкнених системах 
регулювання [6, 7], що, зокрема, дає змогу застосовувати оптимальне керування в умовах дії 
на об'єкт керування стохастичних збурень [5, 8, 9], а також для отримання оптимальних за-
конів керування як функцій часу в розімкнених системах. В останньому випадку застосуван-
ня оптимального керуючого пристрою дає змогу здійснити керований перехід об'єкта керу-
вання з одного усталеного режиму роботи до іншого (наприклад, частотний пуск асинх-
ронного двигуна [10] за допомогою задавача інтенсивності) за мінімальних втрат.  
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В окремих випадках метод динамічного програмування може бути застосований до 
неперервних систем керування [11], але основна сфера його застосування лежить в області 
оптимізації дискретних автоматичних систем, що дає змогу реалізовувати оптимальний 
закон засобами цифрового керування. Однак водночас можуть виникати значні 
обчислювальні складності, пов'язані зі зростанням обсягу обчислень. 

У межах цієї роботи розглядається узагальнена методика отримання дискретного оп-
тимального закону керування як функції  часу, що забезпечує комбінований квадратичний 
критерій оптимальності, інерційних об'єктів, до яких можна віднести нагрівні елементи, дви-
гуни, генератори тощо [12] за допомогою методу динамічного програмування в дискретній 
формі. 

Метою цієї роботи є отримання методики визначення дискретного оптимального за 
комбінованим квадратичним критерієм закону керування інерційним об'єктом за методом 
динамічного програмування та знаходження цього закону як функції  дискретного часу.  

 Обгрунтування комбінованого квадратичного критерію оптимальності. Серед ві-
домих критеріїв оптимальності розповсюдженим є критерій мінімуму середньої квадратич-

ної похибки регулювання, що виражається функціоналом такого вигляду:  
кt

t

dttI
0

min)(2 , 

де )()()( txtxt r  – відхилення керованої змінної стану )(tx  від заданого значення )(txr  [6]. 
Тоді оптимальне керування має переводити систему з початкового )( 0t  у кінцеве положення 

0)( кt за час 0ttT к   та забезпечувати мінімум заданого функціоналу. Для розімкнених 
систем, що мають здійснювати керований перехід об'єкта керування з одного усталеного ре-
жиму роботи до іншого (наприклад, пуск електродвигуна з нульової швидкості до заданої, 
яку можемо позначити як відносну одиницю), приймемо 1)(  rr xtx  (в.о.). Тоді оптимальне 

керування повинно забезпечувати функціонал якості  
кt

t

dttxI
0

min)(2  та переводити змінну 

стану )(tx  із положення )( 0tx  у положення 1)( кtx  за час 0ttT к  .   
Іншим розповсюдженим критерієм оптимальності є критерій мінімальних втрат енер-

гії від керуючої дії )(tu . Наприклад, за деяких припущень втрати в обмотці якоря двигуна 
постійного струму пропорційні квадрату його напруги живлення [11]. За цього критерію оп-
тимальне керування при переведенні вихідної величини об'єкта керування з початкового 

)( 0tx  у кінцевий стан )( кtx  за час 0ttT к   має забезпечувати мінімум функціонала 

 
кt

t

dttuI
0

min)(2 . 

Поєднання вказаних двох квадратичних критеріїв дає змогу отримати комбінований 
квадратичний критерій оптимальності, що залежить від координат стану  об'єкта та керую-

чих дій   
kt

t

dttutxuxI
0

min)()(),( 22 , що забезпечує компромісне налаштування закону ке-

рування за врахування точності відтворення заданої дії та обмеження на енергетичні витрати. 
У загальному випадку квадратичний комбінований критерій оптимальності може бути 

застосований також для визначення оптимального за втратами закону керування об'єктами, 
втрати енергії в яких визначаються і координатами стану, і керуючими діями. 

Обгрунтування методу динамічного програмування в дискретній формі. Нехай 
об'єкт керування описується рівнянням першого порядку 

 ),(1 uxf
dt

dx
 .                                                                (1) 

Нехай при 0t  та при )0(xx   необхідно знайти керування )(tu , що мінімізує інтеграл 


Т

dtuxGQ
0

),( .                                                               (2) 
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Перейдемо до дискретної моделі та запишемо диференціальне рівняння (1) у різнице-
вій формі: 

 )(),(
)()1(

1 kukxf
t

kxkx





                                                    (3) 

або 
   )(),()()1( kukxfkxkx  ,                                                    (4) 

де     tkukxfkukxf  )(),()(),( 1 . 
Функціонал (2) наближено замінимо сумою 

 )(),(
1

0
kukxGQ

N

n




 .                                                           (5) 

 Тепер задача полягає у визначенні послідовності дискретних )(ku , які мінімізують 
суму (5) при умовах )0(xx  , )(uu  . 
 Отже, необхідно знайти мінімум складної функції N змінних  )(),...,1(),0( Nuuu . Однак 
динамічне програмування дає можливість звести цю операцію до послідовної мінімізації фу-
нкції однієї змінної. 
 Для розв'язку задачі застосовується засіб, що полягає у зворотному рухові від кінця 
процесу до його початку. 
 Розглянемо спочатку момент часу tNt  )1( . Передбачається, що всі значення )(ku , 
крім останнього, вже в якийсь спосіб відбулись, водночас система зайняла якийсь стан 

)1( Nx . Згідно з принципом оптимальності керуюча дія в момент часу tNt  )1(  не зале-
жить від «передісторії» і визначається лише станом )1( Nx  та метою керування. Величина 

)1( Nu  впливає лише на ті члени суми (5), які відносяться до ділянки часу від tNt  )1(  до 
tNt  . Позначимо суму цих членів 1NQ : 

 )1(),1(1  NuNxGQN .                                                  (6) 
 Відповідно до (4), запишемо 

 )1(),1()1()(  NuNxfNxNx .                                         (7) 
 Знайдемо )1( Nu , яке задовольняє (7) та мінімізує (6). Позначимо мінімальні для ко-
жного )1( Nx значення 1NQ  через 1NS , тоді 

    )1(),1(minmin)1(
)()1(

1
)()1(

1 





 NuNxGQNxS
uNu

N
uNu

N .                       (8) 

 Звернемо увагу на те, що для визначення 1NS  треба проводити мінімізацію лише за 
однією змінною )1( Nu . Цю функцію необхідно запам'ятати перед переходом до наступних 
кроків. 
 Розглянемо тепер наступний крок: 

   )1(),1()2(),2(2  NuNxGNuNxGQN .                                (9) 
 Знайдемо 2NS  як мінімум 2NQ  по )2( Nu  та )1( Nu . Але мінімальні значення по 

)1( Nu  – 1NS  – нами вже знайдені для кожного )1( Nx . Тоді 
   




 2

)()1(
)()2(

2 min)2( N

uNu
uNu

N QNxS     )1(),1()2(),2(min 1
)()2(

 


NuNxSNuNxG N
uNu

,  (10)  

а 
 )2(),2()2()1(  NuNxfNxNx .                                         (11) 

 І в цьому випадку мінімізація проводилась лише за )2( Nu  однією змінною. Тепер у 
пам'ять треба занести 2NS  та стерти непотрібні вже 1NS . 
 Слід відзначити, що )2( Nu мінімізує весь вираз (10), у той час як  )2(),2(  NuNxG  
– зовсім не оптимальна. Оптимальна стратегія враховує кінцеву мету  – мінімізацію всього 
виразу (10). 
 Переходячи до k -го кроку, одержимо 

      ))1(()),1(()(),(min)( 1
)()(

 


 kNukNxSkNukNxGkNxS kN
ukNu

kN ,          (12) 
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а 
 ))1(()),1(())1(()(  kNukNxfkNxkNx .                              (13) 

 Паралельно у процесі мінімізації знаходимо оптимальні значення )( kNu  . 
 Формула (12) є рекурентним співвідношенням для визначення функціонала на будь-
якому кроці. Закінчується процедура розрахунку при доведенні до початкової точки )0(x , 
коли знайдено значення )0(u  – керуючу дію у початковий момент. 

Результати досліджень. Ця стаття присвячена отриманню методики визначення дис-
кретного оптимального керування об'єктом, що може бути описаний передатною функцією 

інерційної ланки 1)1()(  TsKsW  без конкретизації його фізичної природи (наприклад, на-
грівний елемент, електродвигун постійного струму або асинхронний зі скалярним частотним 
керуванням за врахування тільки електромеханічної інерції та зневажання електромагнітною 
інерцією) для окремого прикладу з одиничними параметрами передатної функції. Але отри-
мана послідовність визначення оптимального закону керування може бути застосована і для 
інших значень цих параметрів.  

Інерційний об'єкт керування з одиничними коефіцієнтом передачі 1K  та сталою ча-
су 1T  у формі Коші описується рівнянням  

xu
dt

dx
 .                                                              (14) 

 Необхідно визначити керування, яке переводить стан системи з 0)0( x  у 1)1( x , 
причому критерій якості має вигляд функціоналу:  

 
1

0

22 min)(),( dtuxuxI .                                                (15) 

Будемо розв'язувати дискретну задачу. На етапі визначення послідовності розрахунків 
за методикою, що розглядається, для зменшення кількості обчислень виберемо період дис-
кретизації 2,0t с, при цьому початковий та кінцевий стани системи є заданими: 0,00 x  
в.о, 0,1кx  в.о. Розіб'ємо інтервал часу на частини (с): 0,00 t ; 2,01 t ; 4,02 t ; 6,03 t ; 

8,04 t ; 0,15 t . Координати x  теж мають лише дискретні значення (в.о.) 0,00 x ; 2,01 x ; 
4,02 x ; 6,03 x ; 8,04 x ; 0,15 x . 

 Подамо (14) у різницевому вигляді: 
  ttkxtkutkx  )()()( ,                                               (16) 

звідки дискретні значення сигналу керування: 

)(
)(

)( tkx
t

tkx
tku 




 .                                                  (17) 

 Функціонал (15) при переході до дискретних значень матиме вигляд 

  ttkutkxuxI
k

 


4

0

22 )()(),( .                                             (18) 

 Підставимо (17) у (18): 

ttkx
t

tkx
tkxuxI

k




 




 


4

0

22 ))(
)(

()(),( .                                (19) 

Приріст функціоналу на k -му кроці буде  

ttkx
t

tkx
tkxIk 




 ]))(
)(

()([ 22 .                                    (20) 

 Залежить приріст функціоналу (20) від стану об'єкта )( tkx   та приросту стану )( tkx  . 
Поставимо умову, що керована величина при переході з початкового 0,00 x  у кінце-

вий стан 0,15 x  не повинна зменшуватись, тобто значення x  на поточному кроці не повинно 
бути меншим, ніж на попередньому. Ця умова обмежує кількість варіантів можливих пере-
ходів на кожному етапі. 
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 Розрахунки значень kI  при різних значеннях )( tkx   та )( tkx   зведемо у таблицю. 
Усього таких комбінацій може бути 21. 
            
№ п/п 1 2 3 4 5 6 7 

)( tkx   1 0,8 0,8 0,6 0,6 0,6 0,4 
)( tkx   0 0 0,2 0 0,2 0,4 0 

kI  0,4 0,256 0,776 0,144 0,584 1,424 0,064 

 
№ п/п 8 9 10 11 12 13 14 

)( tkx   0,4 0,4 0,4 0,2 0,2 0,2 0,2 
)( tkx   0,2 0,4 0,6 0 0,2 0,4 0,6 

kI  0,424 1,184 2,344 0,016 0,296 0,976 2,056 

 
№ п/п 15 16 17 18 19 20 21 

)( tkx   0,2 0 0 0 0 0 0 
)( tkx   0,8 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 

kI  3,536 0 0,2 0,8 1,8 3,2 5,0 

 
1) Розв'язок почнемо з кінцевого етапу. У стан 0,15 x  у момент часу 0,15 t  об'єкт може пе-
рейти зі станів  0,00 x ; 2,01 x ; 4,02 x ; 6,03 x ; 8,04 x ; 0,15 x  у момент часу 8,04 t  при 

відповідних приростах стану. Значення приростів функціоналів якості 4
iI , ( 5,..,0i  – поряд-

ковий номер стану об'єкта), обчислені за (20), при таких переходах будуть: 

а) 4,04
5 I  при переході з 0,15 x  у 0,15 x  (приріст 0)(  tkx  – стовпчик № 1 таблиці); 

б) 776,04
4 I  при переході з 8,04 x  у 0,15 x  (приріст 2,0)(  tkx  – стовпчик № 3 таблиці); 

в) 424,14
3 I  при переході з 0,13 x  у 0,15 x  (приріст 4,0)(  tkx  – стовпчик № 6 таблиці); 

г) 344,24
2 I  при переході з 4,02 x  у 0,15 x  (приріст 6,0)(  tkx  – стовпчик № 10 таблиці); 

д) 536,34
1 I  при переході з 2,01 x  у 0,15 x  (приріст 8,0)(  tkx  – стовпчик № 15 таблиці); 

е) 0,54
0 I  при переході з 0,00 x  у 0,15 x  (приріст 0,1)(  tkx  – стовпчик № 21 таблиці).  
Заносимо ці дані до схеми на рис. 1. 

2) На наступному етапі обчислюємо прирости функціоналів при переході у стан 0,15 x  із 
різних станів у момент часу 6,03 t  за формулою 

4343
kiki III  , 

де 34
ikI  – прирости функціоналу при переходах за різними траєкторіями з i -го стану у мо-

мент часу 6,03 t  до k -го стану у момент часу 8,04 t ; 
4
kI  – прирости функціоналу при переходах з k -го стану у момент часу 8,04 t  до кінцевого 

стану 0,15 x  у момент часу 0,15 t . 
 а) Так, при переході зі стану 0,15 x  при 6,03 t  у стан 0,15 x  при 0,15 t  можлива 

лише одна траєкторія. Тоді 4,034
55 I  (при 0,1)( tkx  приріст 0)(  tkx  – стовпчик № 1 

таблиці) та приріст функціоналу 

8,04,04,04
5

34
55

3
5  III . 

 б) При переході зі стану 8,04 x  при 6,03 t  у стан 0,15 x  при 0,15 t  можливі дві 
траєкторії.  

Перша – з 8,04 x  при 6,03 t  у 8,04 x  при 8,04 t  та далі з 8,04 x  при 8,04 t  у 

0,15 x  при 0,15 t . При цьому 256,034
44 I  (при 8,0)( tkx  приріст 0)(  tkx  – стовпчик № 

2 таблиці), та приріст функціоналу буде 
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032,1776,0256,04
4

34
44

3
4  III . 

Друга траєкторія – з 8,04 x  при 6,03 t  у 0,15 x  при 8,04 t  та далі з 0,15 x  при 

8,04 t  у 0,15 x  при 0,15 t . При цьому 776,034
45 I  (при 8,0)( tkx  приріст 2,0)(  tkx  – 

стовпчик № 3 таблиці), та приріст функціоналу буде 

16,14,0776,04
5

34
45

3
4  III . 

 З цих двох значень 3
4I  обираємо найменше 032,13

4 I  та позначаємо на відповідній 
траєкторії на рис. 1. 

 

 
Рис. 1. Схема розрахунку оптимальної траєкторії 

 
 Аналогічно розраховуємо мінімальні прирости функціоналу при інших траєкторіях: 
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е) 144,3
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Позначаємо отримані мінімальні значення 3
iI  на відповідних траєкторіях схеми на рис. 1. 

3) Далі обчислюємо прирости функціоналів при переході у стан 0,15 x  із різних ста-
нів у момент часу 4,02 t  за формулою  

3232
kiki III  , 

де 23
ikI  – прирости функціоналу при переходах за різними траєкторіями з i -го стану в мо-

мент часу 4,02 t  до k -го стану в момент часу 6,03 t ; 
3
kI  – прирости функціоналу при переходах з k -го стану в момент часу 6,03 t  до кінцевого 

стану 0,15 x  в момент часу 0,15 t . 
а) При переході із стану 0,15 x  при 4,02 t  у стан 0,15 x  при 0,15 t  можлива лише 

одна траєкторія. Тоді 4,023
55 I  (при 0,1)( tkx  приріст 0)(  tkx  – стовпчик № 1 таблиці) 

та приріст функціоналу 

2,18,04,03
5

23
55

2
5  III . 

 Позначаємо це значення на відповідній траєкторії на рис. 1. 
б) При переході зі стану 8,04 x  при 4,02 t  у стан 0,15 x  при 0,15 t  можливі такі 

варіанти.  

Перший – з 8,04 x  при 4,02 t  у 8,04 x  при 6,03 t . При цьому 256,023
44 I  (при 

8,0)( tkx  приріст 0)(  tkx  – стовпчик № 2 таблиці). Далі можливі дві траєкторії:  
а) з 8,04 x  при 6,03 t  у 8,04 x  при 8,04 t  та далі в 0,15 x  (при цьому 

032,13
4 I ), 

б) з 8,04 x  при 6,03 t  у 0,15 x  при 8,04 t  та далі в 0,15 x  (при цьому 

16,13
4 I ). 

Траєкторію з більшим приростом функціоналу якості (траєкторію б) не беремо до ува-
ги, як таку, що не відповідає принципу оптимальності. Тоді приріст функціоналу в цьому 
варіанті буде 

288,1032,1256,03
4

23
44

2
4  III . 

 Другий варіант – з 8,04 x  при 4,02 t  у 0,15 x  при 6,03 t  та далі у 0,15 x  при 

0,15 t . У цьому варіанті можлива лише одна траєкторія з 776,023
45 I  (при 8,0)( tkx  при-

ріст 2,0)(  tkx  – стовпчик № 3 таблиці), та приріст функціоналу буде 

576,18,0776,03
5

23
45

2
4  III . 

З цих двох значень 2
4I  обираємо найменше 288,12

4 I  та позначаємо це значення на 
відповідній траєкторії на рис. 1. 

Аналогічно розраховуємо мінімальні прирости функціоналу при інших траєкторіях: 
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Позначаємо отримані мінімальні значення 2
iI  на відповідних траєкторіях на рис. 1. 

4) Аналогічно прирости функціоналів при переході у стан 0,15 x  із різних станів у 
момент часу 2,01 t  обчислюються за формулою  

2121
kiki III  , 

де 12
ikI  – прирости функціоналу при переходах за різними траєкторіями з i -го стану в мо-

мент часу 2,01 t  до k -го стану в момент часу 4,02 t ; 
2
kI  – прирости функціоналу при переходах з k -го стану в момент часу 4,02 t  до кінцевого 

стану 0,15 x  в момент часу 0,15 t . 
а) При переході зі стану 0,15 x  при 2,01 t  у стан 0,15 x  при 0,15 t  можлива лише 

одна траєкторія. Тоді 4,012
55 I  (при 0,1)( tkx  приріст 0)(  tkx  – стовпчик № 1 таблиці) 

та приріст функціоналу 

6,12,14,02
5

12
55

1
5  III . 

Позначаємо це значення на відповідній траєкторії на рис. 1. 
б) При переході зі стану 8,04 x  при 2,01 t  у стан 0,15 x  при 0,15 t  можливі такі 

варіанти.  

Перший – з 8,04 x  при 2,01 t  у 8,04 x  при 4,02 t . При цьому 256,012
44 I  (при 

8,0)( tkx  приріст 0)(  tkx  – стовпчик № 2 таблиці). Серед подальших можливих траєк-
торій руху зі стану 8,04 x  при 4,02 t  обираємо траєкторію з найменшим приростом функ-

ціоналу 288,12
4 I , як позначено на відповідній траєкторії на рис. 1. 

Тоді приріст функціоналу в цьому варіанті буде 

544,1288,1256,02
4

12
44

1
4  III . 

Другий варіант – з 8,04 x  при 2,01 t  у 0,15 x  при 4,02 t  та далі у 0,15 x  при 

0,15 t . У цьому варіанті можлива лише одна траєкторія з 776,012
45 I  (при 8,0)( tkx  при-

ріст 2,0)(  tkx  – стовпчик № 3 таблиці), та приріст функціоналу буде 

978,12,1776,02
5

12
45

1
4  III . 

Із цих двох значень 1
4I  обираємо найменше 544,11

4 I  та позначаємо це значення на 
відповідній траєкторії на рис. 1. 
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Аналогічно розраховуємо мінімальні прирости функціоналу при інших траєкторіях: 

в) 648,1

624,22,1424,1

872,1288,1584,0

648,1504,1144,0

min
2
5

12
35

2
4

12
34

2
3

12
33

1
3 






















II

II

II

I ; 

г) 848,1

544,32,1344,2

472,2288,1184,1

928,1504,1424,0

848,1784,1064,0

min

2
5

12
25

2
4

12
24

2
3

12
23

2
2

12
22

1
2 




























II

II

II

II

I ; 

д) 08,2

736,42,1536,3

344,3288,1056,2

48,2504,1976,0

08,2784,1296,0

160,2144,2016,0

min

2
5

12
15

2
4

12
14

2
3

12
13

2
2

12
12

2
1

12
11

1
1 



































II

II

II

II

II

I ; 

е) 344,2

2,62,10,5

488,3288,12,3

304,3504,18,1

584,2784,18,0

344,2144,22,0

6,26,20,0

min

2
5

12
05

2
4

12
04

2
3

12
03

2
2

12
02

2
1

12
01

2
0

12
00

1
0 








































II

II

II

II

II

II

I . 

Позначаємо отримані мінімальні значення 1
iI  на відповідних траєкторіях на рис. 1. 

5) На останньому етапі визначаємо прирости функціоналів при переході у стан 0,15 x  
із однієї вихідної точки 0,00 x  за формулою  

1010
0 kik III  , 

де 01
0kI  – прирости функціоналу при переходах з 0-го стану в момент часу 0,00 t  до k -го 

стану в момент часу 2,01 t ;  1
kI  – прирости функціоналу при переходах з k -го стану в мо-

мент часу 2,01 t  до кінцевого стану 0,15 x  в момент часу 0,15 t . 
 При цьому можливі 6 варіантів таких переходів: 

а) 344,2344,200
0 I  при переході з 0,00 x  у 0,01 x  (приріст 0)(  tkx  – стовпчик № 16 

таблиці); 

б) 28,208,22,00
0 I  при переході з 0,00 x  у 2,01 x  (приріст 2,0)(  tkx  – стовпчик №  

17 таблиці); 

в) 648,2848,18,00
0 I  при переході з 0,00 x  у 4,01 x  (приріст 4,0)(  tkx  – стовпчик № 

18 таблиці); 

г) 448,3648,18,10
0 I  при переході з 0,00 x  у 6,01 x  (приріст 6,0)(  tkx  – стовпчик № 

19 таблиці); 

д) 744,4544,12,30
0 I  при переході з 0,00 x  у 8,01 x  (приріст 8,0)(  tkx  – стовпчик № 

20 таблиці); 

е) 6,66,10,50
0 I  при переході з 0,00 x  у 0,11 x  (приріст 0,1)(  tkx  – стовпчик № 21 

таблиці).  
            Із цих значень приросту функціоналу обираємо найменше 28,2min

0
0 I . Отже,  міні-

мальне значення сумарного критерію оптимальності 28,2min I  досягається для траєкторії, 
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що показана на рис. 1 жирною лінією.                                                                                             
               Таким чином, необхідне керування, яке через кожні 0,2 с збільшує вихідну величину 
x  на 0,2. Дискретні значення сигналу керування при цьому мають відповідати формулі 

)(
)(

)( tkx
t

tkx
tku 




  

та дорівнюватимуть (в.о.) 0 1u  ; 2,11 u ; 4,12 u ; 6,13 u ; 8,14 u . Отже, отриманий оптима-
льний закон керування є лінійним за дискретним часом. 

Аналіз отриманих результатів. 
Аналіз якості системи при дії оптимального 
за комбінованим квадратичним критерієм 
керування є самостійною задачею та потре-
бує окремого дослідження для кожного кон-
кретного об'єкта керування. У межах цієї 
роботи розглянемо вплив періоду дискрети-
зації на якість оптимізованої системи розі-
мкненого керування інерційним об'єктом за 
структурною схемою на рис. 2. 

На рис. 3 подані графіки зміни в часі керуючої дії (а) та вихідної координати об'єкта 
керування (б) за використаного раніше періоду дискретизації t 0,2 с, що дорівнює 20 % 
від сталої часу об'єкта. Видно, що за даного t  траєкторія вихідної координати відхиляється 
від оптимальної із похибкою в кінцевій точці за 0,1кt  с, що дорівнює 0,065 в.о. або 6,5 %. 

 

 
а 

 
б 

Рис. 3. Графіки керуючої дії (а) та вихідної координати об'єкта керування (б) за t 0,2 с 
 

Рис. 2. Структурна схема дослідження  
розімкненої системи керування 



ISSN 1727-9895. Праці ІЕД НАН України. 2026. Вип. 73 81

 Зменшимо період дискретизації керуючої дії до 2 % від сталої часу об'єкта t 0,02 с 
(рис. 4 а). Із графіку зміни в часі вихідної координати об'єкта керування (рис. 4 б) видно зна-
чне наближення траєкторії вихідної координати до оптимальної із похибкою в кінцевій точці 
за 0,1кt  с, що дорівнює 0,005 в.о. або 0,5 %. 
 

 
а 

 
б 

Рис. 4.  Графіки керуючої дії (а) та вихідної координати об'єкта керування (б) за t 0,02 с 

 
 Загалом можна сказати, що при виборі періоду дискретизації слід дотримуватись по-
ложень імпульсної теореми Котельникова-Шеннона та рекомендацій щодо проєктування 
цифрових систем керування [13, 14]. 

Висновки. Застосування комбінованого квадратичного критерію оптимальності, де 
функціонал якості являє собою квадратичну форму координат стану  об'єкта та керуючих 
дій, дає змогу враховувати точність відтворення заданої дії та обмеження на енергетичні ви-
трати. Отримано скалярні рівняння динамічного програмування в дискретній формі одномір-
них систем оптимального керування інерційними об'єктами першого порядку та на їхній ос-
нові знайдено оптимальний за комбінованим квадратичним критерієм дискретний закон ке-
рування такими об'єктами. Визначено, що такий оптимальний закон керування є лінійним за 
часом. Отримані результати можуть бути розповсюджені й на багатомірні системи оптима-
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льного керування об'єктами вищих порядків при заміні в рівняннях динамічного програму-
вання скалярних величин векторними.  
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The article is devoted to obtaining a method for determining the optimal combined quadratic criterion of the inertial 
object control law using the discrete dynamic programming method. The use of the combined quadratic criterion of 
optimality allows to ensure the accuracy of the technological process execution and the limitation of energy consump-
tion. The quality functional of the combined quadratic criterion of optimality represents the quadratic form of the coor-
dinates of the object state and control actions. It is determined that the optimal by the combined quadratic criterion 
control law of the inertial object is linear in discrete time. The influence of the sampling period on the accuracy of 
reproducing the optimal trajectory of the output coordinate of the control object is analyzed. Ref. 14, fig. 4, table. 
Keywords: optimal control, dynamic programming, quality functional, optimality criterion. 
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